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式1･74、式1･75は集中力の作用点において適用除外(25頁参照)であり、

集中モーメントの作用点においても適用除外である。4階の微分方程式は

集中力、集中モーメントの作用点において適用除外になるので､式9･163

のように分布荷重のみが作用する梁に適用される。超関数を用いるとき

は集中力、集中モーメントの作用点においても適用可能である。図9-5の

例について、従来の説明における式9･163の4回の微分方程式は適用でき

ないが、式9･130の4回の微分方程式は適用することができ、具体的には

式9･131､式9･132のように書かれ、式9･159､式9･160､式9･161､式9･162の

ように解かれる。

＝0 (+0≦x＜a、a＜x≦ℓ -0) 9･131(再掲)

＝ P (x＝a) 9･132(再掲)

d４y
dx４

d４y
dx４

1
EI
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第10章 質量の分布

(1) 質量分布の眺望関数

[質量の2種類の分布状態]

質量の分布状態には分布質量と集中質量の2つの分布状態がある。分布

質量の例として未使用の鉛筆を考える。鉛筆の質量を考察するときは、

太さを捨象して考えるが、長さを捨象することができず、長さを持った

直線に大きさWkg/mの質量密度が分布していると認識する。集中質量の例

として小石を考える。小石の質量を考察するときは、小石の大きさを捨

象して点と考え、点に大きさPkgの質量が集中していると認識する。鉛筆

の芯の位置に細い穴を開けて糸を通し、小石に細い穴を開けて糸を通し、

糸を張って直線にすると、図10-1のようになる。糸に沿って座標xを設定

し、座標xの単位mとする。鉛筆の両端がx＝a、x＝bとすると、鉛筆の全

質量はW(b-a)kgである。小石の位置x＝cとする。図10-1は図1-1と類似し

ているが、定義域についての想定が異なる。図1-1の定義域が0≦x≦ℓで

あるのに対し、糸はかなり長いと想定し、事実上-∞＜x＜+∞と考える。

[分布質量]

未使用の鉛筆を図10-2の上段のように、点x＝aから点x＝bまでに置い

たとき、鉛筆の質量密度f０(x)は点x＝aで急増し、点x＝bで急減するから、

段差(154頁参照)と考えることができ、図10-2の中段の左連続成分fｈ(x)、

図10-2の下段の段差成分fｄ(x)のように図示される。左連続成分fｈ(x)は

式10･1、式10･2、式10･3のように表される。

fｈ(x)＝0 (x≦a) 10･1

fｈ(x)＝W (a＜x≦b) 10･2

c

x

糸
小石鉛筆

ba

図10-1 質量の2種類の分布状態
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fｈ(x)＝0 (b＜x) 10･3

段差成分fｄ(x)は式10･4、式10･5、式10･6のように表される。

fｄ(x)＝0 (x＜a､a＜x＜b､b＜x) 10･4

fｄ(x)＝W (x＝a) 10･5

fｄ(x)＝-W (x＝b) 10･6

図10-2は図1-2と類似している。関数f０(x)は左連続成分fｈ(x)と段差成分

fｄ(x)を用いて、式10･7で表すことができる。

f０(x)＝{fｈ(x),fｄ(x)} 10･7

関数f０(x)は質量密度の単位kg/mを持つ。

[集中質量]

小石を図10-3の上段のように、点x＝cに大きさPの質量の小石を置いた

とき、質量分布f１(x)は図10-3の下段のように図示される。関数f１(x)は

式10･8、式10･9で表わされる。

f１(x)＝P (x＝c) 10･8

f１(x)＝0 (x≠c) 10･9

関数f１(x)は質量の単位kgを持つ。図10-3は図1-7と類似している。

[単位の異常]

図10-1には鉛筆と小石が並べて描かれており、質量分布を論じるため

に、関数f０(x)と関数f１(x)を併せた式10･10を考察する必要がある。

c

x

図10-3 小石の眺望関数

糸小石

f１(x)

P

x

図10-2 鉛筆の眺望関数

a b

鉛筆
糸

W

fｈ(x)

x

a b

W

fｄ(x)

-W
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f(x)＝{f０(x),f１(x)} 10･10

関数f０(x)の単位kg/mと関数f１(x)の単位kgが異なっており、単位の異常

が生じている。代表単位kg/mと考え、式10･10の関数f(x)が単位kg/mを持

つと考える。

[成分3個型]

式10･10に式10･7を代入すると、式10･11が得られる。

f(x)＝{fｈ(x),fｄ(x),f１(x)} 10･11

式10･11は関数配列で表示されているが、成分3個型である。

[非負]

質量が負の値を持たないことから、式10･11の成分fｈ(x)とf１(x)が負に

ならないことに注意すべきである。成分fｄ(x)については、図10-2の下段

の点x＝aは正であるが、点x＝bは負である。

(2) 質量分布の凝視関数

[鉛筆]

鉛筆の質量分布について、図10-2の上段の状況を考えると、点x＝aと

点x＝bは定義域に含まれる。図10-2の中段の左連続成分fｈ(x)と下段の段

差成分fｄ(x)を用いて、式10･7の成分表示していおり、関数f０(x)は眺望

関数である。

f０(x)＝{fｈ(x),fｄ(x)} 10･7(再掲)

図10-2で視点移動を試みても、滑らかな凝視関数F(x)を見出すことがで

きない。点x＝aと点x＝bについては、関数値を一義的に決めることがで

きず、図10-4の白丸 で示されるように定義域外と考えざるを得ない。眺

望関数が存在するので、凝視関数が存在しないとしても、滑らかな近似

x

図10-4 鉛筆の凝視関数

x＝a x＝b

F(x)

a+ra-r

D

BFA

C

E

H

G
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関数F(x)を想定することにし、図10-4の曲線AEFGHDを挿入する。長さ

AB＝CD＝rとし、式8･25、式8･26、式8･27の関数A０(x)に大きさWを乗じ

た曲線を曲線AEFGHDとして用いることができる。補助変数e はe →0の

極限変動する。図10-4の点域a-r≦x≦a+rにおける内部変動AEFGHDは凝

視関数に起源を持たない。段差点において凝視関数は不定義である。内

部変動AEFGHDは図5-4の緩和曲線から示唆を得て着想した近似関数と考え

られる。

[球形の小石]

集中質量の分布f１(x)について考えるとき、小石の大きさを捨象しない

で凝視関数を考える。小石が球であると仮定すれば、小石の質量分布を

計算することができる。図10-5に点x＝cを中心とし、半径ρの球形小石

の断面図を示す。点Cの座標x、長さCD＝yとすると、式10･12が成り立つ。

(x-c)２＋y２＝r２ 10･12

式10･12は円の方程式である。点Cを通り、糸EFに垂直な平面が球を切断

した断面積A(x)は円周率pとして式10･13で表され、単位体積質量sとし

て質量の分布関数F(x)は式10･14、式10･15で表され、図10-6のように図

示される。

A(x)＝py２＝p{r２-(x-c)２} (c-r≦x≦c+r) 10･13

F(x)＝sA(x)＝spy２＝sp{r２-(x-c)２} (c-r≦x≦c+r) 10･14

F(x)＝0 (x≦c-r､c+r≦x) 10･15

座標xは長さの単位mを持ち、分布関数F(x)は質量密度の単位kg/mを持つ。

図10-5 球形小石の断面

x

糸

小

石y

x x＝c+rx＝cx＝c-r

D

G

A BC

FE

図10-6 球形の凝視関数
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F(x)

- 194 -

図10-6の点線は式10･14を区間c-r≦x≦c+rの外にまで適用して図示し

ているが、区間c-r≦x≦c+rの外においては、図10-6の実線で図示され、

式10･15で表される。関数F(x)は式10･16が成り立つ。

F(x)dx＝P 10･16

[不規則な形状の小石]

小石が球形のような規則的な形状でなく、図10-7のように不規則な場

合を考える。図10-5の場合は小石の形状が対称で、長さAGとGBが等しい

ので、意識せずに図10-5の点Gを図10-1における点x＝cに選んでいた。図

10-7の場合は図10-1における点x＝cとして小石の重心を選ぶ。小石の重

心から小石の表面の各点までの距離は等しくない。一次元空間で考えれ

ば、図10-7において小石の重心と表面の距離はAGとGBであり、GAの方が

長いからGAを点半径rとする。糸に沿ってBHの部分は点域の内側である

が、小石の外である。区間c-r≦x≦c+rが点域である。点Cの座標xとす

る。点Cを通り、糸EFに垂直な平面DIが小石を切断した断面積A(x)、単位

体積質量sとすれば、質量の分布関数F(x)は式10･17、式10･15で表され

る。

F(x)＝sA(x) (c-r≦x≦c+r) 10･17

F(x)＝0 (x≦c-r､c+r≦x) 10･15(再掲)

式10･17、式10･15の関数F(x)は図10-8のように図示される。BHの部分の

断面積A(x)が0であるが式10･17、式10･15は成り立つ。小石の質量がPで

ｃ＋r

ｃ－r

図10-7 不規則形状の断面
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図10-8 不規則形状の凝視関数
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ある条件から式10･16が成り立つ。小石の形状は様々であり、多数の関数

が断面積A(x)を表し、式10･17の関数F(x)は多数存在する。関数F(x)は式

10･16を満足し、多数の等価な凝視関数を表す。

[実は成分4個型]

小石の重心を点x＝cにする条件から式10･18が成り立つ。式10･18は図

10-5の小石においても成り立つ。

xF(x)dx＝0 10･18

式10･18により図10-7の重心位置x＝cを求めることは式1･22により図1-9

の集中力の作用点x＝cを求めることと類似している。式10･16の数値Pは

質量の単位kgを持つ。式10･18は図10-7において重心を点x＝cに一致させ

るための条件式である。式10･18の積分の数値0は点x＝cの周りの質量の

モーメントであり、単位kgmを持つ。構造力学における式1･34における第

2次成分f２(x)と類似の量であるが、質量が負にならないことから質量分

布の記述においては必ず0になってしまう。0以外の値をとらないことか

ら成分と認識しなかった。図10-5においては小石の形状の対称性から式

10･18の計算さえしなかった。現象を詳細に検討すると、式10･11の質量

分布f(x)も式10･19の成分4個型であることがわかる。

f(x)＝{fｈ(x),fｄ(x),f１(x),0} 10･19

式10･19の第2次成分は関数値0の定数関数であり、単位kgmである。式

10･19の関数f(x)の単位はkg/mである。荷重の分布と同じように質量の分

布も成分4個型であるとすると、物理現象において成分4個型が基本かも

しれない。構造力学において、梁外力を積分することによって定義して

いるので、剪断力の成分数は3、曲げモーメントの成分数は2である。物

理現象において、成分数が4より大きいものは見当たらない。

[超関数]

鉛筆については、凝視関数は段差点において不定義であるが、図10-4

の曲線AEFGHDを挿入し、滑らかな近似関数を想定する。小石については、

視点移動を極限変動によって代用し、式10･17、式10･15の凝視関数を近

似関数に変換する。近似関数が得られたので、式10･19の質量分布を超関

ｃ＋r

ｃ－r
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数と考えて良い。

(3) 集中質量とディラック関数

点x＝0に置かれた大きさ1の集中質量を式10･19に従って式3･3、式3･4

で表すことができる。

l(x)＝(0,0,1,0) (x＝0) 3･3(再掲)

l(x)＝(0,0,0,0) (x≠0) 3･4(再掲)

式10･8、式10･9でP＝1、c＝0と置き、式10･19に代入すると、式3･3、式

3･4が得られる。式3･3、式3･4は、点x＝0に置かれた大きさ1の集中力

(56頁参照)を表す関数l(x)と同じである。質量の分布を表すl(x)の単

位はkg/mであり、荷重の分布を表すl(x)の単位はN/mである。質量の分

布を表すl(x)の近似関数L(x)の集合とディラック関数d(x)の近似関数

D(x)の集合は式3･48の包含関係(64頁参照)が成り立つ。

(D(x)の集合)⊂(L(x)の集合) 3･48(再掲)

ディラック関数d(x)が点x＝0に置かれた大きさ1の集中質量l(x)を表す

ことができるが、ディラック関数d(x)以外のもので集中質量l(x)を表

すものが存在する。


